Non-annulation effective et positivit\'e locale des fibr\'es en droites




















Non-annulation eetive et positivité




We show how to use eetive non-vanishing to prove that Seshadri onstants
of some ample divisors are bigger than 1 on smooth threefolds whose anti-
anonial bundle is nef or on Fano varieties of small oindie. We prove the
non-vanishing onjeture of Kawamata in dimension 3 in the ase of line
bundles of high volume.
1 Introdution
Introduites par Demailly dans [Dem92℄, les onstantes de Seshadri mesurent en un
point la positivité d'un bré en droites. Si X est une variété projetive omplexe, L un







Leur introdution fut à l'origine motivée par des appliations en vue de la onjeture de
Fujita. Elles jouissent de nombreuses propriétés, dont on trouvera un exposé au hapitre
5 du livre de Lazarsfeld ([Laz04a℄). Bien que pouvant être arbitrairement petites, il
est onjeturé que les onstantes de Seshadri d'un diviseur gros et nef sur une variété
projetive sont minorées par 1 pour tout point en position très générale, 'est-à-dire en
dehors d'une union dénombrable de sous-variétés strites.
Conjeture 1.1 ([Laz04a℄, onjeture 5.2.4) Soit X une variété projetive, L un
diviseur gros et nef sur X. Alors
ε(X,L;x) > 1
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pour tout point x ∈ X en dehors d'une union dénombrable de sous-variétés strites de
X.
À l'heure atuelle, on dispose de la minoration suivante :
Théorème 1.2 (Ein, Kühle, Lazarsfeld, [EKL95℄) Soit X une variété projetive de
dimension n et L un diviseur gros et nef sur X. Pour tout point en position très générale





Dans le as des brés en droites amples, il existe une amélioration due à Nakamaye
[Nak05℄ de l'ordre de
1
n2
. Dans le as partiulier de la dimension 3, l'amélioration est
plus substantielle.
Théorème 1.3 (Nakamaye, [Nak05℄ theorem 0.2) Soit X une variété projetive de
dimension 3 et A un diviseur ample sur X. Pour tout point en position très générale





On prouve dans la suite de et artile une minoration optimale des onstantes de
Seshadri pour beauoup de diviseurs amples en dimension 3.
Théorème 1.4 Soit X une variété projetive de dimension 3.
1. Supposons X lisse et son diviseur antianonique nef. Soit L un diviseur ample sur
X. Pour tout point x en position très générale sur X, la onstante de Seshadri de
L en x vérie
ε(X,L;x) > 1.
2. Supposons X à singularités anoniques et son diviseur anonique nef. Soit L un
diviseur gros et nef sur X. Pour tout point x en position très générale sur X, la
onstante de Seshadri de KX + L en x vérie
ε(X,KX + L;x) > 1.
3. Supposons X lisse, L un diviseur ample tel que le diviseur
A = L−KX




On a alors pour tout point x en position très générale sur X
ε(X,L;x) > 1.




En dimension supérieure, le même type de tehnique permet d'obtenir un résultat
similaire pour les variétés de Fano d'indie grand.
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Théorème 1.5 Soit X une variété projetive de dimension au moins 3, presque de Fano,
fatorielle, à singularités terminales et L un diviseur ample sur X. Supposons que
−KX ≡ (n− c+ 1)H
pour un diviseur entier H et un entier c 6 3. Pour tout point x en position très générale,
on a
ε(X,L;x) > 1.
Il est aussi possible de minorer les onstantes de Seshadri du diviseur fondamental des
variétés de Fano de dimension 4.
Théorème 1.6 Soit X une variété de Fano lisse de dimension 4, H un diviseur ample
vériant −KX ∼ rH pour un entier r alors pour un point x en position très générale, on
a
ε(X,H;x) > 1.
Les onstantes de Seshadri mesurent une propriété de positivité forte mais asympto-
tique d'un bré en droites. Les résultats préédents sont obtenus à l'aide d'une propriété
de positivité plus faible mais non asymptotique : l'existene d'une setion globale non
nulle d'un bré en droites. En dimension 3 on est ainsi à même de se ramener au as des
surfaes (voir le lemme 4.11).
Une telle propriété de non-annulation ne peut être espérée pour un bré en droites
ample quelonque, ependant Kawamata a émis la onjeture suivante pour un bré en
droites adjoint. On peut à e sujet remarquer que les diviseurs amples apparaissant aux
théorèmes 1.4 et 1.5 sont tous adjoints.
Conjeture 1.7 ([Kaw00℄, onjeture 2.1) Soit X une variété projetive normale, B
un R-diviseur eetif sur X tel que (X,B) soit une paire klt et D un diviseur de Cartier
sur X. Supposons que D soit nef et que H = D − (KX + B) soit nef et gros. Alors le
bré en droites OX(D) a une setion globale non nulle : H0(X,OX (D)) 6= 0.
Dans le as des ourbes, ette onjeture est une simple appliation du théorème de
Riemann-Roh. Le as de la dimension 2 a été prouvé par Kawamata ([Kaw00℄).
En dimension 3, seuls des résultats partiels ont été obtenus. Il est bien onnu que dans
le as des variétés à singularités terminales dont le diviseur antianonique est nef, la
pseudo-eetivité de la seonde lasse de Chern sut à établir la onjeture. Comme l'a
noté Xie dans [Xie04℄, diérents auteurs ont traité de e sujet (voir théorème 3.3). Pour
une variété lisse de dimension 3, on prouve dans la suite que les diviseurs amples adjoints
à un Q-diviseur ample de grand volume vérient la onjeture de Kawamata.
Théorème 1.8 Soit X une variété projetive lisse de dimension 3, L un diviseur ample
sur X. Supposons que
3
√
L3 > 3 et que KX +L soit nef. Alors H
0(X,OX (KX +L)) 6= 0.
On peut noter que la onjeture de Kawamata est une version plus forte d'une onje-
ture que Beltrametti et Sommese avaient préédemment énonée.
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Conjeture 1.9 ([BS95℄, onjeture 7.2.7) Soit X une variété projetive lisse de di-
mension n, L un diviseur ample sur X. Supposons que le diviseur D = KX+(n−1)L soit
nef. Alors le bré en droites OX(D) a une setion globale non nulle : H0(X,OX (D)) 6= 0.
Un orollaire immédiat du théorème 1.8 est le résultat suivant.
Corollaire 1.10 Soit X une variété projetive lisse de dimension 3 et L un diviseur
ample sur X vériant
3
√
L3 > 32 . Alors le bré en droites OX(KX + 2L) a une setion
globale non nulle :
H0(X,OX(KX + 2L)) 6= 0.
Mentionnons que la onjeture de non-annulation de Beltrametti et Sommese a été
réemment prouvée en dimension 3 par Fukuma dans [Fuk06℄.
Pour les variétés de dimension supérieure à 3, la onjeture de Kawamata ne permet
pas de se ramener à une situation où il existe une minoration optimale des onstantes de
Seshadri (le as les surfaes). Il existe ependant pour les variétés de Fano une onjeture
plus anienne, la onjeture des éléphants de Reid. Cette onjeture postule l'existene
de membres eetifs peu singuliers dans le système linéaire du diviseur fondamental de
la variété de Fano, 'est-à-dire du plus petit diviseur ample entier dont le diviseur antia-
nonique est un multiple. Pour les variétés dont le diviseur antianonique est un multiple
susamment grand de e diviseur fondamental, on peut ainsi minorer les onstantes de
Seshadri du diviseur fondamental par réurrene sur la dimension, en se restreignant à
e membre peu singulier (proposition 4.24).
En dimension 3 omme en dimension supérieure, les onstantes de Seshadri de ertains
diviseurs amples ne peuvent pas être minorées de façon optimale en utilisant un résultat
de non-annulation. Pour un tel diviseur ample A, on étudie les arêtes du ne de Mori
(KX +A)-négatives et on utilise les résultats de lassiations onnus dans es as.
Remeriements. Je remerie vivement Laurent Bonavero pour l'aide et le soutien qu'il
m'a apportés tout au long de e travail.
2 Le adre
Dans la suite de et artile, toutes les variétés onsidérées seront supposées omplexes.
Si le ontraire n'est pas spéié, elles seront de plus supposées projetives.
2.1 Diviseurs et systèmes linéaires
Un diviseur de Weil sur une variété normale est une somme formelle nie à oe-
ients entiers d'hypersurfaes. Un diviseur de Cartier est une setion globale du faiseau
K∗X/O∗X . On notera ≡ l'équivalene numérique entre diviseurs de Cartier, ∼ l'équiva-
lene linéaire. Une somme formelle nie d'hypersurfaes D =
∑
aiDi dont les oeients
sont des rationnels est appelée un Q-diviseur de Weil. Si un multiple non nul de e divi-
seur est un diviseur de Cartier, on dira que 'est un Q-diviseur de Cartier. Lorsque l'on
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 la Q-équivalene linéaire : deux Q-diviseurs de Cartier D1 et D2 sont
linéairement équivalents s'il existe un entier m > 0 tel que mD1 et mD2 soient des
diviseurs de Cartier entiers vériant mD1 ∼ mD2. On peut dénir l'intersetion d'un
Q-diviseur de Cartier D ave une ourbe en posant D · C = 1
m
(mD) · C pour un entier
m tel que mD soit un diviseur de Cartier entier.
Un Q-diviseur de Cartier D ou un bré en droites sur une variété X est dit nef si son
intersetion ave toute ourbe est positive, gros si h0(X,OX (kD)) ∼ αkdimX pour un
réel α > 0 et pseudo-eetif si sa lasse numérique appartient à l'adhérene du ne des
diviseurs gros dans N1(X)
R
(déni plus bas). On dénit le volume d'un Q-diviseur de
Cartier D par





pour un entier k > 0 tel que kD soit Cartier.
Le lieu de base ensembliste d'une série linéaire V sera noté Bs(V ), l'idéal de base de
ette même série linéaire sera noté b(V ).
Un diviseur de Cartier D sera dit adjoint s'il est de la forme D = KX + A pour un
Q-diviseur de Cartier ample A. On dénit de même un bré en droites adjoint.
Une propriété loale et l'expression loalement feront toujours référene à la topo-
logie de Zariski.
On dénit la relation d'équivalene numérique pour les ourbes, qu'on notera aussi ≡
par C1 ≡ C2 si et seulement si D · C1 = D · C2 pour tout diviseur de Cartier D sur X.
On note N1(X)
Z
le quotient par la relation d'équivalene numérique du Z-module













R. On onstruit de manière similaire N1(X)R et N1(X)Q, les
produits tensoriels par R et Q du quotient par la relation d'équivalene numérique du Z-
module libre engendré par les ourbes irrédutibles de X. Le ne onvexe engendré dans
N1(X)R par les lasses de ourbes eetives sera noté NE(X). Son adhérene sera notée
NE(X). Si D est un Q-diviseur de Cartier sur X, on note NE(X)D>0 (resp. NE(X)D60)
la partie du ne s'intersetant positivement (resp. négativement) ave le Q-diviseur D.
Un invariant important d'une arête KX -négative R du ne de Mori NE(X) est sa
longueur, 'est-à-dire l'entier
l(R) = min{−KX · C|[C] ∈ R et C est rationnelle}.
On aura besoin par la suite de la notion de paire.
2.2 Langage des paires
Une paire est un ouple (X,∆) où X est une variété projetive normale de dimension
n et ∆ un Q-diviseur de Weil dont les oeients sont tous ompris, au sens large, entre
0 et 1. On dit que le diviseur ∆ est une frontière. On requiert de plus que KX + ∆
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soit Q-Cartier, le diviseur anonique KX étant n'importe quel diviseur de Weil dont la
restrition à la partie lisse de X est le diviseur d'une n-forme régulière.
Une log-résolution d'une paire (X,∆) est un morphisme propre, birationnel f : Y → X
tel que Y soit lisse, Exc(f) soit un diviseur et Exc(f) ∪ Supp(f−1∗ ∆) soit un diviseur à
roisement normaux simples.
Pour une log-résolution f : Y → X d'une paire (X,∆), on dénit le Q-diviseur de dis-
répane
∑




où la somme porte sur tous les diviseurs irrédutibles E ⊂ Y . Pour rendre e divi-
seur unique, on suppose qu'un diviseur E non-exeptionnel vérie a(X,∆, E) 6= 0 si et
seulement il existe un diviseur premier D sur X, de oeient d 6= 0 dans ∆ vériant
E = f−1∗ D. Dans e as on demande de plus que a(X,∆, E) = −d.
Les singularités de la paire (X,∆) peuvent être lassées selon les oeients a(X,∆, E),
appelés disrépanes du diviseur E. Ces dernières ne dépendent pas de la log-résolution
hoisie.
On dénit la disrépane de (X,∆) par :
discrep(X,∆) = inf
E
{a(X,∆, E) | E est un diviseur exeptionnel au-dessus de X}.
On dit que la paire (X,∆) est :
− terminale si discrep(X,∆) > 0 ; si ∆ = 0 la variété X est dite à singularités termi-
nales,
− anonique si discrep(X,∆) > 0 ; si ∆ = 0 la variété X est dite à singularités
anoniques,
− log-terminale ou klt (pour Kawamata log-terminale) si discrep(X,∆) > −1 et la
partie entière de ∆, [∆], vaut 0 (∆ est une frontière strite),
− purement log-terminale, abrégé en plt, si discrep(X,∆) > −1,
− log-anonique, abrégé en l, si discrep(X,∆) > −1.
Une paire (X,∆) log-anonique est dite de Fano si le Q-diviseur de Cartier −(KX+∆)
est ample. Si le diviseur −(KX + ∆) est seulement gros et nef, on dira que (X,∆) est
presque de Fano. Une paire sera dite de Calabi-Yau si KX +∆ ≡ 0 et de type général si
KX +∆ est gros.
Pour une paire presque de Fano (X,∆), on appelle indie de la paire (X,∆) le plus
grand rationnel r tel que −(KX +∆) ≡ rH pour un diviseur de Cartier entier gros et nef
H. Un tel diviseur est appelé un diviseur fondamental de la paire (X,∆). Il est unique à
équivalene numérique près. Le oïndie de (X,∆) est le rationnel n+ 1− r.
3 Non-annulation eetive
On s'intéresse dans ette setion aux résultats d'existene de setions globales non
nulles pour ertains brés en droites adjoints amples. Le point de vue adopté ii est
tourné vers les appliations à la positivité loale. On prouve la onjeture de Kawamata
en dimension 3 dans le as des diviseurs gros et nefs adjoints à un diviseur ample de grand
volume à la sous-setion 3.3, les autres sous-setions onsistant en quelques rappels.
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3.1 Pseudo-eetivité de la seonde lasse de Chern
Il est bien onnu que la pseudo-eetivité de c2(X) implique la onjeture de non-
annulation dans le as des variétés de dimension 3 dont le diviseur antianonique est
nef.
Lemme 3.1 Soit X une variété projetive à singularités terminales de dimension 3 dont
le diviseur antianonique est nef et dont la deuxième lasse de Chern est pseudo-eetive.
Tout bré en droites L gros et nef sur X a une setion globale non nulle.
Démonstration D'après le théorème d'annulation de Kawamata-Viehweg, le diviseur
−KX étant nef, la ohomologie supérieure de OX(L) est nulle. On en déduit grâe au
théorème de Riemann-Roh que h0(X,OX(L)) = χ(OX(L)) = deg(ch(L) · td(TX))3, où
le 3 en indie indique qu'on ne prend que la omposante en degré 3 du produit. On a
alors (voir [Har77℄ p. 432℄)





c1(X) · c21(L) +
1
12
c1(L) · (c21(X) + c2(X)) + χ(OX).
Or d'après [Kaw86℄, lemma 2.2 et lemma 2.3 (voir plus généralement l'ensemble de la
setion 2, on pourra aussi onsulter [Rei87℄ setion 8) on a χ(OX) > 124c1(X) · c2(X),
d'où












Puisque c31(L) > 0, on en déduit que h
0(X,OX (L)) > 0 si les produits qui font intervenir
c2(X) sont positifs. Par hypothèse, la deuxième lasse de Chern c2(X) est pseudo-eetive
et a don une intersetion positive ou nulle ave toute lasse nef. 
Comme le note Xie dans [Xie04℄, depuis Miyaoka, diérents auteurs ont traité de la
pseudo-eetivité de la seonde lasse de Chern des variétés dont le diviseur antianonique
est nef. Avant d'énoner es résultats (regroupés dans le théorème 3.3), rappelons la
notion de dimension numérique d'un diviseur.
Dénition 3.2 La dimension numérique ν(X,D) d'un diviseur D nef est le plus grand
entier k tel que Dk 6≡ 0. La dimension numérique ν(X) de X est la dimension numérique
de −KX .
Théorème 3.3 Soit X une variété projetive à singularités terminales de dimension 3.
Dans les as suivants, la seonde lasse de Chern de X est pseudo-eetive :
− ν(X) = 0 (Miyaoka, [Miy87℄ theorem 1.1),
− ν(X) = 1 (Keel, Matsuki et MKernan, [KMM04℄ orollary 6.2),
− ν(X) = 2, X lisse et q(X) 6= 0 (Xie [Xie04℄ theorem 3.12 et proposition 2.4),
− ν(X) = 3 (Kollár, Miyaoka, Mori et Takagi [KMMT00℄ page 5).
Pour les variétés de dimension 3 minimales, 'est-à-dire à singularités anoniques et
dont le diviseur anonique est nef, un alul similaire à elui du lemme 3.1 permet de
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prouver la onjeture de non-annulation (voir [Kaw00℄). Là enore, il s'agit d'utiliser
le théorème de Riemann-Roh et l'inégalité de Miyaoka sur les lasses de Chern de la
variété.
Pour une variété de dimension 3 quelonque, il n'est plus possible de proéder ainsi.
Pour un diviseur adjoint à un diviseur de grand volume, on va utiliser la sous-adjontion
de Kawamata pour résoudre le problème sur une sous-variété puis étendre la setion
onstruite à la variété entière.
3.2 Idéaux multipliateurs et sous-adjontion
On utilisera librement le langage des idéaux multipliateurs tel que présenté dans
[Laz04b℄.
Si on note c = lct(X,D) le seuil log-anonique d'un Q-diviseur eetif D sur une
variété lisse X, on peut onsidérer les omposantes irrédutibles du lieu des zéros de
l'idéal multipliateur J (cD). Sous ertaines onditions, es sous-variétés sont normales
et peuvent être munies d'une struture de paire qui fait apparaitre leur (log)-diviseur
anonique omme la restrition du (log)-diviseur anonique de la paire (X,D). Les rappels
suivants sont énonés dans le adre général des paires (en partiulier, on ne suppose pas
que X est lisse).
3.2.1 Centres log-anoniques
Soit (X,D) une paire. On s'intéresse au lieu où la paire (X,D) n'est pas klt. On note
nklt(X,D) = {x|(X,D) n'est pas klt au voisinage de x}.
Dénition 3.4 (Centre de singularités log-anoniques) On appelle entre de sin-
gularités log-anoniques l'image W dans X d'un diviseur irrédutible de disrépane −1
sur un modèle birationnel de X, telle que la paire (X,D) soit log-anonique au point
générique de W .
On peut remarquer que si la paire (X,D) est klt, il n'existe pas de entre de singula-
rités log-anoniques. Plus exatement, si (X,D) est log-anonique, nklt(X,D) est égal à
l'union des entres de singularités log-anoniques de X.
Pour une paire log-anonique, es entres sont en nombre ni. En onsidérant une log-
résolution f : X ′ → X de la paire (X,D), on les obtient omme l'image d'une intersetion
quelonque de diviseurs de disrépane −1.
Dénition 3.5 (Centre maximal, entre minimal) On dénit un entre de singu-
larités log-anoniques maximal omme un élément maximal pour l'inlusion. On dénit
un entre de singularités log-anoniques minimal omme un élément minimal pour l'in-
lusion.
Parmi les entres minimaux, on peut onsidérer la lasse a priori beauoup plus res-
treinte des entres de singularités log-anoniques exeptionnels.
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Dénition 3.6 (Centre de singularités log-anoniques exeptionnel) Soit (X,D)
une paire log-anonique, f : X ′ → X une log-résolution de la paire (X,D). Un entre de
singularités log-anoniques W est dit exeptionnel si les deux propriétés suivantes sont
vériées :
i. il existe un unique diviseur EW de disrépane −1 sur X ′ dont l'image dans X est
W ,
ii. pour tout diviseur E′ 6= EW sur X ′ de disrépane −1, f(E′) ∩W = ∅.
On remarque qu'un entre de singularités log-anoniques exeptionnel est une ompo-
sante onnexe du lieu non-klt de la paire (X,D). Cette dernière propriété nous sera fort
utile pour onstruire des setions non nulles de brés en droites sur le lieu non-klt de
ertaines paires (X,D).
De plus, l'image dans X ′ de l'intersetion de deux diviseurs de disrépane −1 étant
un entre de singularités log-anonique, un entre de singularités log-anoniques minimal
vériant la première propriété de la dénition préédente est exeptionnel.
3.2.2 Un lemme de perturbation : le tie-breaking
Les entres de singularités log-anoniques exeptionnels paraissent très spéiaux parmi
les entres minimaux, il n'en est en fait rien lorsque la paire (X, 0) est klt omme le
montre le théorème suivant. Ce résultat est attribué à Miles Reid ([Rei83℄, 1.4) par János
Kollár dans [Kol07℄. La version énonée ii l'est sous une forme légèrement plus forte que
dans [Kol07℄. Cependant, la preuve est similaire.
Théorème 3.7 (voir par exemple [Kol07℄, proposition 8.7.1) Soit (X,∆) une
paire klt et D un Q-diviseur Q-Cartier eetif tel que (X,∆ + D) soit log-anonique
et non klt. On note W un entre de singularités log-anoniques minimal pour la paire
(X,∆+D) et H un diviseur de Cartier ample sur X.
Pour tout rationnel 1≫ r > 0, il existe des rationnels 0 6 c1 6 r et 0 6 c2 6 r et unQ-
diviseur eetif A ∼
Q
c1H tels que la paire (X,∆+(1−c2)D+A) soit log-anonique et W
soit un entre de singularités log-anononiques exeptionnel pour (X,∆+(1− c2)D+A).
Démonstration Si W est de odimension 1, alors W est exeptionnel pour la paire
(X,∆+D), 'est-à-dire c1 = c2 = 0 et A = 0. On peut don supposer que codim(W ) > 1.
La première étape onsiste à rendre le entre W maximal. Pour ela on pose D1 =
(1− ǫ)D pour un rationnel ǫ susamment petit. La paire (X,∆+D1) est klt. On hoisit
maintenant un Q-diviseur de Cartier ample A1 ∼Q H très général parmi eux ontenant
W . Plus préisément, on suppose que e diviseur A1 ne ontient pas de entre de sin-
gularités log-anoniques de (X,∆ +D) ontenant stritement W . Il existe un rationnel
a1 tel que (X,∆ +D1 + a1A1) soit log-anonique mais non klt au point général de W ,
'est-à-dire que W soit un entre de singularités log-anoniques maximal pour la paire
(X,∆+D1 + a1A1). On peut remarquer que a1 → 0 lorsque ǫ→ 0.
On peut don supposer dès maintenant que W est un entre de singularités log-
anoniques maximal pour la paire (X,∆ + D). En partiulier, tout diviseur sur une
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log-résolution de (X,∆+D) de disrépane −1 pour (X,∆ +D) et dominant W a son
image égale à W .
Soit µ : X ′ → X une log-résolution de (X,∆ + D). On va onstruire un Q-diviseur
ample surX ′ qui va nous permettre de garder un seul diviseur exeptionnel de disrépane
−1 au-dessus de W . Toute la diulté onsiste à e que e Q-diviseur ample vienne
d'en bas.
On note ai la disrépane de Ei pour la paire (X,∆+D), di le oeient de Ei dans
le Q-diviseur µ∗D.
On ommene par onstruire un diviseur ample sur X ′. Pour un diviseur F dont le
support est µ-exeptionnel, on note FC la somme réduite des diviseurs µ-exeptionnels
non inlus dans le support de F . On note Dexc le diviseur µ
∗D−µ−1∗ D. Comme son nom
l'indique Dexc est supporté sur le lieu exeptionnel de µ.
Pour tout rationnel 0 < ε ≪ 1, le Q-diviseur µ∗A1 − ε(Dexc + DCexc) est ample. On
note B ∼
Q
µ∗A1 − ε(Dexc +DCexc) un Q-diviseur eetif très général.
On va maintenant modier légèrement notre diviseur ample B sur X de sorte que
l'image direte dans X du nouveau diviseur obtenu soit le diviseur reherhé. On hoisit
un diviseur E0 sur X
′
dominant W , de disrépane −1 pour la paire (X,∆ +D) et de
oeient d0 minimal parmi de tels diviseurs :
d0 = min{di | Ei soit un diviseur de disrépane −1 dominant W et de oeient di dans µ∗D}.
On peut remarquer que la paire (X,∆) étant klt, on a a(E0,X,∆) > −1. On en déduit
que d0 > 0 puisque a(E0,X,∆+D) = −1. On pose B′ ∼Q B− εE0 de sorte que B′ soit
ample, eetif, irrédutible et que B′+ εE0+ ε(Dexc+D
C
exc) soit à roisements normaux
simples : ei est possible si ε est hoisi dès le départ susamment petit.
Par onstrution, on a B′ + εE0 + ε(Dexc + D
C
exc) ∼ µ∗A1. On pose BX = µ∗(B′ +
εE0 + ε(Dexc + D
C
exc)). Ce Q-diviseur BX vérie BX ∼ A1 et est Q-Cartier. Comme
µ∗BX = B
′+E′, ave E′ exeptionnel et eetif, et que µ∗BX ∼ B′+εE0+ε(Dexc+DCexc),
on en déduit que µ∗BX = B
′ + ε(E0 +Dexc +D
C
exc).
Pour tout rationnel 0 < α≪ 1, montrons qu'il existe un rationnel β tel que W soit un
entre de singularités log-anoniques exeptionnel pour la paire (X,∆+(1−α)D+βBX ).
On pose
d′0 = 2ε








D'après l'équation préédente, si 0 < α ≪ 1, β = d02εα onvient : en eet, on a
a0 + αd0 − βd′0 = a0 = −1 et
ai + αdi − βd′i = ai + αdi −
α
2
d0 > ai +
α
2
d0 > ai = −1
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si Ei est un diviseur dominant W et vériant i 6= 0 et ai = −1. Il reste le as des diviseurs
Ej dominant W et de disrépane aj > −1. Mais es diviseurs sont en nombre ni don
pour α susamment petit, on a aj + αdj − βd′j > −1.
Don E0 est le seul diviseur de disrépane −1 pour la paire (X,∆+(1−α)D+βBX)
dominant W . De plus W est un entre de singularités log-anoniques minimal pour la
paire (X,∆+(1−α)D+βBX). Cela onlut la démonstration en posant c1 = β, c2 = α
et A = βBX .

3.2.3 Sous-adjontion
Une vaste généralisation du théorème d'adjontion pour les diviseurs lisses, démontré
par Kawamata dans [Kaw97℄ et [Kaw98℄, permet de munir d'une struture de paire,
dépendant du (log)-diviseur anonique de (X,D), les entres log-anoniques exeptionnels
de la paire (X,D).
Théorème 3.8 ([Kol07℄, theorem 8.6.1) Soit (X,D) une paire log-anonique et W
un entre de singularités log-anoniques exeptionnel. Soit H un diviseur ample et ε > 0
un rationnel.
Alors W est normal et il existe un Q-diviseur eetif DW sur W tel que :
1. (W,DW ) soit une paire klt,
2. (KX +D + εH)|W ∼Q KW +DW .
3.3 Diviseurs de grand volume
On est maintenant à même de démontrer le théorème 1.8.
Démonstration (théorème 1.8)
On note x0 un point de X. D'après l'hypothèse sur le volume de L, il existe un diviseur
D ∼
Q
L de multipliité multx0 D > 3. On en déduit que le seuil log-anonique de D en
x0 vérie c = lct(D;x0) < 1.
Le Q-diviseur L− cD est don ample et d'après le théorème d'annulation de Nadel, la
ohomologie supérieure de OX(KX +L)⊗J (cD) est nulle. Si on note V = Z(J (cD))red
(on peut remarquer que V 6= X), on a alors une suite exate
H0(X,OX (KX +L)⊗J (cD))→ H0(X,OX (KX +L))→ H0(V,OV ((KX +L)|V ))→ 0.
L'existene d'une setion globale non nulle de OX(KX + L) déoule don de l'existene
d'une setion globale non nulle de OV ((KX +L)|V ). Si une omposante irrédutible de V
est de dimension nulle, 'est une omposante onnexe de V et on a alors H0(V,OV ((KX+
L)|V )) 6= 0. On en déduit don que H0(X,OX (KX + L)) 6= 0.
Si toutes les omposantes de V sont de dimension stritement positive, on va légèrement
modier le diviseur D et son seuil log-anonique de sorte que l'une d'entre elles soit un
entre de singularités log-anonique exeptionnel.
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Soit W un entre de singularités log-anoniques minimal pour la paire (X, cD). En
appliquant le théorème 3.7 ave ∆ = 0, H = L, on obtient que W est un entre log-
anonique exeptionnel de (X, c′D) pour un rationnel c′ < 1. On peut don appliquer le
théorème de sous-adjontion (théorème 3.8) à la paire (X, c′D). Pour tout rationnel ε, il
existe un Q-diviseur eetif ∆W sur W vériant :
(KX + c
′D + εD)|W ∼Q KW +∆W .
La paire (W,∆W ) étant klt et de dimension au plus 2, on peut appliquer le théorème de
non-annulation eetive ([Kaw00℄ theorem 3.1). Le diviseur (KX + L)|W est nef et
(KX + L)|W − (KW +∆W ) ∼Q (1− c′ − ε)L|W
est ample si ε est susamment petit. Il existe ainsi une setion globale non nulle de
OW ((KX +L)|W ). De plus, W étant une omposante onnexe de V = Z(J (c′D))red, on
obtient don une setion globale non nulle de OV ((KX+L)|V ). À l'aide de la suite exate
i-dessus, on en déduit l'existene d'une setion globale non nulle de OX(KX + L).

3.4 Variétés presque de Fano
Le point essentiel pour la démonstration de la minoration des onstantes de Seshadri
pour le diviseur fondamental de −KX (proposition 4.24) est l'existene d'une éhelle pour
la paire (X,∆X) ([Amb99℄, main theorem) :
Théorème 3.9 (Ambro) Soit H un diviseur de Cartier gros et nef sur une variété
projetive normale X de dimension n. Supposons qu'il existe une frontière ∆X sur X
telle que
1. (X,∆X ) soit klt,
2. −(KX +∆X) ≡ (n− c+ 1)H, pour un rationnel c vériant n− c+ 1 > 0,
3. c < 4.
Alors dim |H| > n− 1 et |H| n'a pas de omposante xe. De plus, la paire (X,∆X + S)
est purement log-terminale pour S ∈ |H| général.
En partiulier, (S,∆X|S ) est une paire presque de Fano de oïndie c si n > c, est
Calabi-Yau si c = n et est de type général si n < c < n+ 1.
4 Constantes de Seshadri
On exploite les résultats de non-annulation pour ramener la minoration des onstantes
de Seshadri au as des surfaes lorsque 'est possible. La théorie de l'adjontion pour les
variétés ayant des arêtes extrémales de grande longueur permet d'obtenir les minorations
dans les as restants.
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4.1 Variétés de dimension 3
4.1.1 Rappels lorsque le diviseur antianonique est nef
On s'intéressera dans ette sous-setion aux variétés lisses de dimension 3 dont le
diviseur antianonique est nef et non trivial. On s'attardera plus partiulièrement sur les
variétés de dimension numérique égale à 2 et d'irrégularité nulle.
Notations et rappels préliminaires La rédution nef dénie i-dessous est une applia-
tion presque holomorphe. Commençons par dénir ette dernière notion.
Dénition 4.1 ([BCE
+
02℄, denition 2.3) Soit X et Y des variétés projetives nor-
males f : X 99K Y une appliation rationnelle et X0 l'ouvert maximal sur lequel f est
holomorphe. L'appliation f est dite presque holomorphe si ertaines des bres de la
restrition f|X0 sont ompates.
Cette dénition équivaut à demander que l'image du lieu d'indétermination de l'appli-
ation rationnelle f ne domine pas Y .
Dénition 4.2 (Rédution nef) Soit L un bré en droites nef sur une variété X pro-
jetive normale et de dimension n. La rédution nef de L est une appliation rationnelle,
presque holomorphe et dominante f : X 99K B à bres onnexes telle que :
1. L soit numériquement trivial sur toutes les bres ompates de dimension dimX−
dimB,
2. pour un point x ∈ X en position générale et pour toute ourbe irrédutible C passant
par x vériant dim f(C) > 0, on ait L · C > 0.
Dans [BCE
+




02℄) Soit L un bré en droites nef sur une variété normale
projetive X de dimension n. La rédution nef f : X 99K B de L existe et est unique à
équivalene birationnelle de B près.
La dimension de la variété B dans le théorème préédent est don un invariant du bré
en droites nef L.
Dénition 4.4 La dimension nef n(L) d'un bré en droites nef L est la dimension de
l'image de la rédution nef de L. On dénit la dimension nef d'un diviseur de Cartier
nef D en posant n(D) = n(OX(D)). La dimension nef d'une variété dont le diviseur
antianonique est nef est n(X) = n(−KX).
On peut omparer la dimension nef d'un diviseur à sa dimension de Kodaira et à sa
dimension numérique.
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Proposition 4.5 (Voir [BP04℄ denition-proposition 1.4) Soit X une variété pro-
jetive lisse et D un diviseur nef. Si on note κ(D) la dimension de Kodaira-Iitaka de D,
ν(D) sa dimension numérique et n(D) sa dimension nef alors
κ(D) 6 ν(D) 6 n(D).
Dans [BP04℄, les auteurs étudient la rédution nef du diviseur antianonique pour les
variétés de dimension 3 à bré antianonique nef et non trivial. En omparant ette
rédution nef ave les ontrations des arêtes du ne de Mori ils en tirent plusieurs
résultats de lassiation. Pour les variétés de dimension 3, la rédution nef de −KX est
holomorphe.
Théorème 4.6 ([BP04℄, theorem 2.1) Soit X une variété projetive lisse de dimen-
sion 3 dont le diviseur antianonique −KX est nef. La rédution nef de −KX est holo-
morphe et −KX est trivial sur haune de ses bres. De plus lorsque X est rationnel-
lement onnexe et que n(−KX) = 1 ou n(−KX) = 2 alors −KX est semi-ample et la
rédution nef de −KX est la fatorisation de Stein du morphisme induit par un grand
multiple de −KX .
Quelques éléments de lassiation On ommene par rappeler un résultat sur les
variétés d'irrégularité nulle.
Proposition 4.7 SoitX une variété projetive lisse de dimension 3 d'irrégularité q(X) =
0 et de diviseur antianonique −KX nef mais non numériquement trivial (i.e −KX 6≡ 0).
Si X n'est pas rationnellement onnexe alors on a n(−KX) = 1.
Démonstration Il s'agit de [BP04℄, orollary 4.4 et [BP04℄, orollary 3.2 ombinés
ensemble. 
On s'intéresse maintenant plus spéiquement aux variétés rationnellement onnexes,
d'irrégularité nulle et de dimension numérique ν(X) = 2. On a vu à la proposition 4.5
que dans e as n(X) = 2 ou n(X) = 3.
Supposons dans un premier temps que n(X) = 2. La rédution nef de −KX est un
morphisme f : X → B vers une surfae B normale. On note ϕ : X → Y une ontration
élémentaire de Mori. Il en existe au moins une puisque −KX 6≡ 0. On peut remarquer
que le système linéaire | − KX | est non vide : h0(−KX) > 3 (voir [BP04℄, page 335).
Commençons par le as dimY = 2. Nous n'aurons besoin que du as d'un bré en
oniques dont le disriminant est vide.
Théorème 4.8 ([BP04℄, theorem 6.6) Ave les notations i-dessus, supposons que
dimY = 2. Soit ∆ le disriminant du bré en oniques ϕ : X → Y et supposons ∆ = ∅.
Alors ϕ est un bré en P1 et X = P(E) pour un bré vetoriel E de rang 2 sur Y . En
partiulier −KY est nef. De plus on a soit B = P2, soit B = P1 × P1 ou soit B est
l'élatement de P
2
en un point et
1. si B = P2 alors X ⊂ P2× Y est donné par X ∈ |O
P
2(1)⊠OY (−KY )| et K2Y > 0,
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2. si B = P1 ×P1 ou si B est l'élatement de P2 en un point, alors Y est P2 élaté





1) ave a = 0 ou a = 1.
On s'intéresse ensuite au as dimY = 3.
Proposition 4.9 (Voir [BP04℄, proposition 6.7) Toujours ave les même notations,
supposons que dimY = 3. Notons E le diviseur exeptionnel de l'élatement ϕ : X → Y et
supposons que dimϕ(E) = 0. Alors la variété Y est terminale et le diviseur antianonique
−KY est gros et nef.
Il reste maintenant à onsidérer le as des variétés de dimension nef égale à 3. Les
résultats sur es variétés sont moins préis mais sont susants pour notre propos. On a
notamment un résultat sur la struture du système linéaire assoié au diviseur antiano-
nique.
Proposition 4.10 ([BP04℄, proposition 7.2) Soit X une variété projetive de dimen-
sion 3 rationnellement onnexe de diviseur antianonique −KX nef et vériant n(−KX) =
3 et ν(−KX) = 2. Alors le système linéaire |−KX | a une partie xe non vide, 'est-à-dire
une omposante divisorielle de son lieu de base, que l'on note A. La partie mobile induit
une bration f : X → P1. Si F est une bre de f alors | −KX | = A+ |kF | ave k > 2.
De plus A3 = A2 · F = 0.
4.1.2 Preuves
Pour les variétés de dimension 3, il est naturel d'essayer de se ramener au as des sur-
faes. On dispose en eet pour les surfaes lisses d'une minoration optimale des onstantes
de Seshadri des brés en droites amples due à Ein et Lazarsfeld [EL93℄. Les résultats de
ette setion sont basés sur le lemme suivant :
Lemme 4.11 Soit X une variété projetive normale de dimension 3 et L un diviseur
de Cartier gros et nef sur X. S'il existe un diviseur eetif de Cartier D sur X tel que
L−D soit pseudo-eetif, alors ε(L;x) > 1 pour tout point x en position très générale.
Démonstration Si L − D est pseudo-eetif, L − D a une intersetion positive ave
toute ourbe mobile sur X. En partiulier, il existe une omposante irrédutible D0 du
support de D et un ensemble V , intersetion dénombrable d'ouverts denses de D0 tels
que si x ∈ V , toute ourbe C passant par x et non inluse dans D0 vérie (L−D) ·C > 0,
'est-à-dire
L · C > D · C > multxC.
Cet ensemble V est onstruit de la façon suivante : il existe une union dénombrable de
sous-variétés strites
2 Zi de X qui ontient toute ourbe ayant une intersetion stri-
tement négative ave L − D. On xe une omposante irrédutible D0 du support de
2
On peut par exemple hoisir le lieu de base restreint de L−D.
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D et on onsidère l'union notée Z des sous-variétés Zi ne ontenant pas D0. On pose
V = D0 \ Z. L'ensemble V est bien la restrition à D0 d'une intersetion dénombrable
d'ouverts ayant une intersetion non vide ave D0. De plus toute ourbe s'intersetant
stritement négativement ave L −D et non ontenue dans D0 est ontenue dans Z et
ne peut don passer par un point de V .
Il ne reste don plus qu'à onsidérer les ourbes inluses dans suppD. Si x est un point
lisse de suppD et en position très générale dans suppD, alors d'après la proposition 4.12
i-dessous, on a ε(L| suppD;x) > 1 et don pour toute ourbe C inluse dans suppD et
passant par x on a
L · C = L| suppD · C > multxC.
On en déduit que ε(L;x) > 1 et par semi-ontinuité inférieure des onstantes de Seshadri
([Laz04a℄, Exemple 5.1.11), la minoration vaut pour tout point x en position très générale
dans X. 
Le diviseur D apparaissant dans le lemme préédent n'ayant auune raison d'être
lisse, il est néessaire d'étendre le résultat de Ein et Lazarsfeld à des surfaes singulières
éventuellement non normales et à des diviseurs gros et nef :
Proposition 4.12 Soit S une surfae projetive éventuellement non normale, et L un
bré en droites gros et nef sur S. Pour tout point x en position très générale, on a
ε(L;x) > 1.
Démonstration
Quitte à résoudre les singularités de S on peut supposer S lisse, D reste gros et nef
sur une résolution des singularités de S. Le diviseur L étant gros, si les onstantes de
Seshadri sont stritement inférieures à 1 en tout point de S, il existe alors sur S une
famille non triviale de ourbes (Ct)t∈∆ paramétrées par un disque telles qu'en un point
xt ∈ Ct, haque ourbe vérie multxt Ct > L · Ct > 1. On pose m = multµ−1(xt) C¯t pour
t général. D'après [EL93℄, orollary 1.2, on a alors
C2t > m(m− 1).
Par le théorème d'indie de Hodge, on a alors
m(m− 1) 6 (µ∗L)2C¯2t 6 (µ∗L · C¯t)2 6 (m− 1)2
e qui est une ontradition si m > 1. 
On aura besoin par la suite de la dénombrabilité de l'ensemble des points lisses où
la onstante de Seshadri est petite. La preuve est identique à elle de la proposition
i-dessus.
Proposition 4.13 Soit S une surfae projetive, éventuellement non normale, et L un
bré en droites ample sur S. L'ensemble des points lisses x de S tels que
ε(L;x) < 1
est au plus dénombrable.
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Démonstration Supposons qu'il existe sur S une famille non triviale de ourbes (Ct)t∈∆
paramétrées par un disque telles qu'en un point xt ∈ Ct, haque ourbe vériemultxt Ct >
L · Ct > 1. Supposons de plus que l'ensemble {xt|t ∈ ∆} soit non ontenu dans le lieu
singulier de S. On hoisit une résolution des singularités µ : S¯ → S de sorte que µ soit un
isomorphisme sur le lieu lisse de S. On onsidère la transformée strite C¯t de la ourbe
Ct par µ. L'ensemble {xt|t ∈ ∆} étant non inlus dans Sing(S), pour t général, le point
xt est en dehors du lieu exeptionnel de µ et en es points on a don toujours
µ∗L · C¯t < mult
µ−1(xt)
C¯t.
On pose m = multµ−1(xt) C¯t pour t général. D'après [EL93℄, orollary 1.2, on a alors
C2t > m(m− 1).
Par le théorème d'indie de Hodge, on a alors
m(m− 1) 6 (µ∗L)2C¯2t 6 (µ∗L · C¯t)2 6 (m− 1)2
e qui est une ontradition si m > 1. 
Démonstration (Théorème 1.4, point 1)
On ommene par traiter le as général, 'est-à-dire (ν(X), q(X)) 6= (2, 0).
On sait d'après le théorème 3.3 que dans e as, la deuxième lasse de Chern de X est
pseudo-eetive. On en déduit que H0(X,L) 6= 0 en utilisant le lemme 3.1. En appliquant
le lemme 4.11 au diviseur ample L et au diviseur eetif D ∈ |L|, on obtient ε(L;x) > 1.
En partiulier ela montre le résultat pour les diviseurs amples des variétés de Fano
de dimension 3.
Il reste don à minorer les onstantes de Seshadri des brés en droites amples sur les
variétés vériant (ν(X), q(X)) = (2, 0).
La dimension numérique de X valant ν(X) = 2, on a n(X) > 2 d'après l'inégalité
de la proposition 4.5. On peut alors déduire de la proposition 4.7 que la variété X est
rationnellement onnexe.
On distingue deux sous-as, selon la dimension nef de X. Commençons par le as
n(X) = 2.
Supposons que L+KX soit nef. Le système linéaire assoié au diviseur antianonique
étant non vide, pour un élément S ∈ | − KX | et un point x en position générale sur
suppS, la onstante de Seshadri de L en x est minorée par 1 : en eet le diviseur L− S
est nef par hypothèse et il sut alors d'appliquer le lemme 4.11 à L et S.
Si L + KX n'est pas nef, il existe une ourbe rationnelle Γ engendrant une arête
R = R+ · [Γ] de NE(X)KX<0 et vériant (L +KX) · Γ < 0. Puisque L est ample, on a
L ·C > 1 pour toute ourbe C, don l'arête R est de longueur au moins 2. On onsidère
la ontration extrémale ϕ : X → Y assoiée.
Commençons par étudier le as d'une ontration divisorielle. En dimension 3, les
ontrations extrémales divisorielles de longueur au moins 2 sont les élatements d'un
point lisse ([Mor82℄, theorems 3.3 et 3.4). La variété Y est alors terminale et de diviseur
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antianonique gros et nef (proposition 4.9). Sa deuxième lasse de Chern est don pseudo-
eetive (théorème 3.3 - point 4) et on en déduit que la seonde lasse de Chern de X
est pseudo-eetive ([Xie04℄, lemme 4.7).
On onlut omme dans le point 1.
Supposons maintenant que la ontration assoiée à l'arête R+ · [Γ] soit une bration.
Par hypothèse, X n'est pas Fano don Y ne peut être un point. Si Y est une ourbe alors
ρ(X) = 2 et don, d'après [Xie04℄, orollary 4.14, c2(X) est pseudo-eetive. On onlut
enore une fois omme au point 1.
Il reste nalement à traiter le as où Y est une surfae. L'arête R+ · [Γ] étant de
longueur 2, le disriminant de la bration est vide. La variété X est don un bré projetif
sur Y de la forme P(E), pour un bré vetoriel de rang 2 sur Y (théorème 4.8). Plus
préisément soit X est une hypersurfae de P2 × Y donnée par les zéros d'une setion
de O
P





1)) ave b = 0 ou b = 1.
Dans le premier as, en érivant L ≡
Q
af∗O(1) + ϕ∗D pour un diviseur de Cartier D
sur Y et en onsidérant l'intersetion de L ave une bre de ϕ, on montre que a = 1 :
en eet, l'image d'une bre ly de ϕ par f est une droite or ϕ
∗D · ly = 0 'est-à-dire
af∗O(1) · ly = L · ly, et L · ly ∈ N∗ don a est un entier. De plus X n'est pas l'une
des variétés apparaissant au théorème 4.18 : on en déduit que 2L + KX est nef. Cei
ombiné au fait que le diviseur L+KX n'est pas nef et que KX · ly = −2 (en alulant
par exemple KX par adjontion), on en déduit que a = 1. On a alors ϕ
∗D nef, puisque
2L+KX = 2ϕ
∗D est nef. Le diviseur f∗O(1) étant eetif, on peut appliquer le lemme
4.11 à L et f∗O(1) et les onstantes de Seshadri de L sont don minorées par 1 en tout
point en position très générale.
Dans le seond as, on se donne un diviseur H dans la lasse numérique de O
P(E)(1).
On peut alors érire L ≡ aH+ϕ∗D pour un diviseurD sur Y et un entier a > 0. Montrons




1), on a un plongement de Y ≃ P(g∗O
P
1)
dans X et H|Y ≡ 0. Mais L|P(g∗O
P
1 ) est ample don ϕ
∗D|P(g∗O
P
1) est ample, 'est-à-dire
D est ample. Soit y ∈ Y un point tel que ε(D; y) > 1 (qui existe d'après la minoration des
onstantes de Seshari sur les surfaes, voir [EL93℄) et x ∈ X un point tel que ϕ(x) = y.
Montrons que toute ourbe C passant par x vérie L ·C > multxC : si C est une bre il
n'y a rien à prouver puisque C est lisse ; sinon, on a alors multxC 6 degϕ|C ·multy ϕ(C)
et don multxC 6 (degϕ|C)(D · ϕ(C)) 6 L · C par la formule de projetion.
Il reste enn le as n(X) = 3.
La seule variété projetive lisse de dimension 3 ayant une arête de longueur 4 étant P3
([CMSB02℄, Corollary 0.3), le diviseur KX + 3L est nef.
D'après la proposition 4.10 i-dessus, la partie mobile du système linéaire antianonique
induit un morphisme f : X → P1. Si on note F une bre de e morphisme alors |−KX | =
A+ |kF |, où A est la omposante xe du système et k > 2. Soit x un point sur le support
de A et Fx une bre de f passant par le point x. Toute ourbe C passant par x et non
inluse dans suppA ∪ suppFx vérie
−KX · C > A · C + kFx · C > 3multxC
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et don L · C > multxC puisque 3L+KX est nef.
De plus, pour une bre F lisse intersetant le lieu lisse de suppA, l'intersetion suppA∩
F étant une ourbe, il existe un point x ∈ suppA ∩ suppF tel que ε(L| suppF ;x) > 1
et ε(L| suppA;x) > 1 : ei déoule de la proposition 4.13, les points lisses de F et de
suppA ne vériant pas ette minoration pour les onstantes de Seshadri de L étant
dénombrables.
On a don L · C > multxC pour toute ourbe C passant par x. On en déduit don
que ε(L;x) > 1.

On nit par la minoration des onstantes de Seshadri pour les brés adjoints.
Démonstration (Théorème 1.4, point 2) D'après [Kaw00℄, proposition 4.1,
H0(X,OX (KX + L)) 6= 0
et omme dans la preuve du théorème préédent, on en déduit que ε(X,KX + L;x) > 1
pour tout point x en position très générale.

Démonstration (Théorème 1.4, point 3) On se ramène au as d'une surfae (voir




L3 > 3, l'existene de S est une appliation direte du théorème 1.8.
On suppose maintenant que
3
√
L3 = 3, e qui empêhe une appliation immédiate du
théorème 1.8. On montre dans e as que soit
ε(X,KX + L;x) > ε(X,L;x) > 1
pour un point x en position très générale, soit il existe un rationnel 0 < t < 1 et un
Q-diviseur D ∼
Q
tL tel que J (D) 6= OX .
Commençons par montrer que pour un point en position très générale x,
ε(X,KX + L;x) > ε(X,L;x).
En eet, puisque KX est pseudo-eetif, toute ourbe passant par un point en position
très générale x, vérie KX · C > 0. On a don (KX + L) · C > L · C, e qui implique
l'inégalité reherhée.
Soit x ∈ X un point en position très générale, f : X ′ → X l'élatement de X en x, E
le diviseur exeptionnel. Supposons ε(X,KX+L;x) < 1. On note c un rationnel vériant
1 > c > ε(X,KX+L;x). Par hypothèse sur le volume de L, le diviseur f
∗L−(2+c)E est
gros et d'après le hoix de c, e diviseur est non nef. On note d = lct(‖f∗L− (2 + c)E‖).
Si d < 1, il existe un rationnel d′ < 1 et un Q-diviseur eetif D′ ∼
Q
d′(f∗L− (2 + c)E)
tel que J (D′) 6= OX′ . D'après la formule de transformation birationnelle des idéaux
multipliateurs, J (f∗D′) 6= OX . Le diviseur f∗D′ étant Q-linéairement équivalent à d′L,
en utilisant les mêmes arguments qu'au ours de la preuve du théorème 1.8, on en déduit
l'existene d'un diviseur eetif S ∈ |KX + L|.
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Il reste maintenant le nouveau as, lorsqu'il n'est pas possible de onstruire failement
un diviseur D ∼
Q
(1− α)L vériant J (D) 6= OX . On vient de voir que ela orrespond
au as où le seuil log-anonique de ‖f∗L−(2+c)E‖ vérie d = lct(‖f∗L−(2+c)E‖) > 1.
L'idée onsiste alors à onstruire une ourbe rationnelle dans X passant par x. La
variété X n'étant pas uniréglée, on montre ainsi que le nouveau as ne peut avoir lieu
pour tout x. Pour e faire, on va onstruire une frontière ∆ telle que la paire (X ′,∆) soit
klt et KX′ +∆ soit non nef. On obtient ainsi par le théorème du ne une ontration,
le lieu exeptionnel de ette ontration est uniréglé et on verra qu'il est loalement
isomorphe à son image sur X et ontient le point x.
An de mettre en lumière l'argument, traitons tout d'abord le as où
d = lct(‖f∗L− (2 + c)E‖) > 1.




peut don hoisir un Q-diviseur eetif vériant
∆ ∼
Q
f∗L− (2 + c)E.
Puisque d > 1, on a alors J (∆) = OX , autrement dit, la paire (X ′,∆) est klt.
D'après notre hoix de c (on rappelle que c > ε(X,KX + L;x)), le diviseur KX′ +∆ =
f∗(KX + L) − cE n'est pas nef. Il existe don une arête (KX′ + ∆)-négative. D'après
le théorème du ne, ette arête peut être ontratée et toute ourbe dont la lasse nu-
mérique appartient à ette arête est ontratée. Le lieu exeptionnel, noté Z, de ette
ontration est uniréglé. De plus il est distint de E. En eet, toute ourbe ontenue
dans E s'intersete positivement ave KX′ + ∆. La restrition de f : X
′ → X à Z est
don loalement un isomorphisme (en dehors de l'intersetion de Z ave E). En par-
tiulier l'image de Z dans X est uniréglée. Il reste à montrer qu'elle ontient le point
x. Puisque KX + L est ample, toute ourbe dont la lasse numérique est sur une arête
(KX′ + ∆)-négative a une intersetion stritement positive ave E. Don l'image de Z
dans X ontient x.
Le as où d = 1 est similaire. Pour un rationnel 0 < α≪ 1, on onstruit
∆ ∼
Q
(1− α)(f∗L− (2 + c)E).
Là enore, la paire (X ′,∆) est klt. Il reste à montrer que (KX′ +∆) n'est pas nef. On a
KX′ +∆ = f
∗(KX + (1− α)L)− (1− α)cE.
Pour toute ourbe C vériant (f∗(KX + L)− E) · C < 0, il existe 0 < α≪ 1 tel que
(1− α)(KX′ +∆) · C < 0.
Si α est susamment petit, il existe don une arête (KX′ +∆)-négative. Le lieu exep-
tionnel de la ontration assoiée à ette arête est distint de E puisque toute ourbe
ontenue dans E s'intersete positivement ave KX +∆. On onlut omme dans le as
d > 1.
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Puisque X n'est pas uniréglé, il existe don un point où la onstante de Seshadri de
KX + L est minorée par 1. La borne est don valable en tout point en position très
générale.

4.2 Variétés presques Fano d'indie grand
4.2.1 Rappels sur la théorie d'adjontion
La démonstration du théorème 1.5 utilise la minoration des onstantes de Seshadri du
diviseur antianonique de la variété X en étudiant la valeur nef du diviseur ample A.
Cette étude se fait lassiquement dans le adre des variétés polarisées (X,L), 'est-à-dire
des ouples formés d'une variété X et d'un bré en droites ample L.
Dénition 4.14 Soit A un diviseur ample sur une variété X fatorielle et à singularités
terminales. La valeur nef de A est le rationnel τ(A) = inf{τ | KX + τA est nef}.
La dénition ne dépendant que de la lasse d'équivalene numérique de A, pour un
bré en droites ample L, on dénit la valeur nef de L omme étant la valeur nef de c1(L).
La valeur nef d'une variété polarisée (X,L) est la valeur nef de la polarisation L.
On peut noter que le fait que la valeur nef de A soit un rationnel est une onséquene
du théorème de rationalité ([Deb01℄, theorem 7.34).
La théorie de l'adjontion est l'étude des variétés polarisées de grande valeur nef. On
résume dans le théorème 4.18 la lassiation des variétés polarisées (X,L) dont la valeur
nef est stritement supérieure à dimX − 1. Auparavant, on donne quelques dénitions
onernant les variétés polarisées que nous allons renontrer.
Dénition 4.15 (Cne généralisé) Soit L un bré en droites très ample sur une va-
riété projetive V de dimension n et E = O⊕N−nV où N > n est un entier. On note
C = P(E ⊕ L) et ξ = OC(1) le bré en droites tautologique sur C. Soit ϕ : C → Pm le
morphisme déni par les setions globales de ξ. On note CN (V,L) l'image de C par ϕ et
ξL la restrition de OPm(1) à CN (V,L). La variété polarisée (CN (V,L), ξL) est appelée
le ne généralisé de dimension N de base (V,L). On érira souvent de manière abusive
CN (V,L) au lieu de (CN (V,L), ξL).
Dénition 4.16 (Sroll) Une variété polarisée (X,L) r-Gorenstein ('est-à-dire telle
que rKX soit de Cartier pour un entier r > 1) de dimension n est appelée un sroll
sur une variété V de dimension m s'il existe un morphisme surjetif à bres onnexes
p : X → V et un diviseur de Cartier A ample sur V tel que
r(KX + (n−m+ 1)L) ∼ p∗A.
On peut noter que la bre générale d'un sroll est un espae projetif (voir [BS93℄).
Dénition 4.17 (Variétés de del Pezzo) Soit X une variété normale r-Gorenstein
de dimension n dont le diviseur antianonique est ample et L un diviseur de Cartier
ample sur X. On dit que (X,L) est une variété de del Pezzo si rKX ∼ −(n− 1)rL.
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Théorème 4.18 ([BS95℄, proposition 7.2.2, theorem 7.2.3, theorem 7.2.4) Soit
L un bré en droites ample sur une variété X projetive, normale, fatorielle, à singu-
larités terminales et de dimension n. Supposons que la valeur nef de L soit stritement
supérieure à n − 1. Alors la variété polarisée (X,L) est isomorphe à l'une des variétés
polarisées suivantes :
− (Pn,O(1)) et τ(L) = n+ 1,
− (Q,OQ(1)), où Q est une hyperquadrique dans Pn+1 et τ(L) = n,
− (P(E),O




2(2)), 'est-à-dire un ne généralisé au-dessus de (P2,O
P
2(2)) et τ(L) =
n− 1/2.
Le résultat préédent apparaît aussi sous une forme synthétique dans le livre de Bel-
trametti et Sommese [BS95℄, table 7.1.
Bien sûr, plus la valeur nef de L est petite, moins la paire (X,L) est ontrainte.
La première valeur nef posant problème est le as τ(L) = n − 1. En eet, si X est
l'élatement d'une variété Y projetive normale et fatorielle en un point lisse, il existe
un diviseur de Cartier ample L sur X dont la valeur nef est n− 1. Il sut de onsidérer
le tiré en arrière sur X d'un diviseur de Cartier sur Y susamment ample et de lui
soustraire une fois le diviseur exeptionnel. On souhaiterait pouvoir aller plus loin dans
l'analyse de la variété polarisée (X,L) et pour ela on onsidère le morphisme assoié à
la valeur nef de L. D'après le théorème d'absene de point de base (base point freeness)
de Kawamata-Shokurov, pour tout entier k susamment divisible, le système linéaire
assoié à k(KX+τ(L)L) est sans point base. Le morphisme ψ : X → PN assoié possède
une fatorisation de Remmert-Stein X → Y → PN de sorte que X → Y soit à bres
onnexes, Y soit normale et que le morphisme Y → PN soit ni.
Dénition 4.19 On note ϕL le morphisme X → Y déni i-dessus. On l'appelle mor-
phisme assoié à la valeur nef de L, qu'on abrègera parfois en morphisme nef de L.
Le théorème suivant permet de distinguer les as où la valeur nef de L est artiiel-
lement gonée à n− 1 par élatement.
Théorème 4.20 ([BS95℄ theorem 7.3.2) Soit X une variété projetive à singularités
terminales de dimension n et r un entier tel que rKX soit un diviseur entier. Soit L un
bré en droites ample sur X et ϕL le morphisme nef de L. Supposons que τ(L) 6 n− 1.
Alors KX +(n− 1)L est ample à moins que τ(L) = n− 1 et qu'on soit dans l'un des as
suivants :
1. −rKX ∼ r(n− 1)L et dans e as (X,L) est une variété de del Pezzo,
2. (X,L) est une bration en quadriques au-dessus d'une ourbe lisse sous ϕL,
3. (X,L) est un sroll sous ϕL au-dessus d'une surfae normale,
4. Le morphisme ϕL : X → Y est birationnel. Dans e as, si de plus X est fatorielle,
alors ϕL est la ontration simultanée de diviseurs Ei ≃ Pn−1 sur des points lisses
distints tels que Ei ⊂ reg(X), OEi(Ei) ≃ OPn−1(−1) et la restrition LEi de
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L à Ei vérie LEi ≃ OPn−1(1). De plus, si on pose L′ = (ϕL∗L)∗∗, alors L′ et
KY + (n − 1)L′ sont amples et KX + (n− 1)L ∼ ϕ∗L(KY + (n− 1)L′).
Remarque 4.21 Aux points 1, 2 et 3 du théorème préédent, la restrition de KX +
(n−1)L à une bre générale est numériquement triviale. En partiulier le diviseur KX +
(n− 1)L n'est pas gros.
On peut alors pousser plus loin la lassiation des variétés polarisées de grande valeur
nef en onsidérant leur première rédution.
Dénition 4.22 Soit une variété polarisée (X,L) fatorielle et à singularités terminales.
Si KX + (n− 1)L est gros et nef, on dit que (X,L) admet une première rédution. Cette
dernière est une variété polarisée (Y,L′) telle que :
1. si KX+(n−1)L est ample alors la première rédution de (X,L) est (Y,L′) = (X,L),
2. si KX + (n − 1)L n'est pas ample, la première rédution de (X,L) est la variété
polarisée (Y,L′) introduite au point 4 du préédent théorème.
Après première rédution, on peut ontinuer la lassiation des variétés polarisées. Le
résultat suivant est une version ondensée de [BS95℄, theorem 7.3.4.
Théorème 4.23 (Voir [BS95℄, theorem 7.3.4) Soit (X,L) une variété polarisée nor-
male fatorielle et à singularités terminales de dimension n > 3 admettant une première
rédution (Y,L′). On note ϕL′ le morphisme assoié à la valeur nef de L
′
. Supposons que
la valeur nef de L′ vérie n− 2 < τ(L′) < n− 1. Alors
1. soit n = 4, τ(L′) = 5/2, (Y,L′) ∼= (P4,O
P
4(2)),
2. soit n = 3.
4.2.2 Preuves
Pour les variétés presque de Fano de petit oïndie, l'existene d'une éhelle pour le
diviseur fondamental permet de ramener la minoration des onstantes de Seshadri au as
des petites dimensions
Proposition 4.24 Soit (X,∆X) une paire presque de Fano klt de dimension n, H un
diviseur de Cartier gros et nef sur X vériant −(KX + ∆X) ≡ (n − c + 1)H pour un
rationnel c < 4. Alors pour un point x en position très générale, on a
ε(X,H;x) > 1.
Si de plus la variété X est de Fano, fatorielle et à singularités terminales, on peut
obtenir une minoration des onstantes de Seshadri de n'importe quel diviseur ample A
sur X. On peut toutefois noter que dans le as où X est lisse, de Fano de dimension au
moins 7 et de oïndie au moins 4, le nombre de Piard de X est 1 ([Wi±90℄, theorem
A) : dans e as le théorème 1.5 n'apporte rien par rapport à la proposition 4.24.
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Lorsque Pic(X) = Z, une minoration des onstantes de Seshadri du diviseur fonda-
mental de −KX induit par homogénéité une minoration pour tout diviseur ample. Bien
sûr, si X est presque de Fano mais n'est pas de Fano, le nombre de Piard de X est
stritement supérieur à 1, quelle que soit la dimension de X. Dans le as singulier, le
nombre de Piard de X n'est plus aussi ontraint par l'indie de la variété et il n'est pas
lair à l'heure atuelle
3
si un analogue de la onjeture de Mukai [Muk88℄ existe dans e
as. Sur e sujet, on pourra onsulter l'artile [CJR06℄ de Casagrande, Jahnke et Radlo
qui traite le as de la dimension 3. Jahnke et Peternell donnent une lassiation4 des
variétés presque de del Pezzo dans [JP06℄.
Le as du diviseur antianonique On peut maintenant prouver la proposition 4.24.
Démonstration (Proposition 4.24)
L'idée prinipale onsiste à appliquer suessivement le théorème 3.9 à X puis aux
diviseurs ainsi obtenus et à se ramèner à minorer les onstantes de Seshadri de L sur une
surfae.
On proède par réurrene. Supposons que pour toute paire (Y,∆Y ) de dimension
n − 1 vériant les hypothèses de la proposition 4.24 on ait ε(Y,HY ;x) > 1, pour un
point x en position très générale. Soit (X,∆X) une paire de dimension n > 4 vériant
les hypothèses. D'après le théorème 3.9, il existe un élément S ∈ |H| irrédutible et
réduit tel que (S,∆X|S) soit une paire presque de Fano. D'après notre hypothèse de
réurrene, les onstantes de Seshadri de H|S sont minorées par 1 pour tout point y ∈ S
en position très générale. Toute ourbe C inluse dans S et passant par y vérie don
H · C = H|S · C > multy C. De plus, le diviseur S étant eetif, toute ourbe C non
inluse dans S et passant par un point y ∈ suppS vérie H ·C = S ·C > multy C. On en
déduit que ε(X,H; y) > 1 et don que ε(X,H;x) > 1 pour tout point x de X en position
très générale.
Si (X,∆X) est de dimension 3, il existe d'après le théorème 3.9 un diviseur S ∈ |H|
irrédutible et réduit. D'après le lemme 4.11, appliqué àH et S, les onstantes de Seshadri
de H sont minorées par 1 en tout point x en position générale.

Variétés presque Fano d'indie au moins n − 2 Les as diiles pour la minoration
des onstantes de Seshadri du diviseur ample A sont eux où la valeur nef de A est
stritement supérieure à n− 2 : en eet, dans e as on ne peut utiliser de omparaison
ave les onstantes de Seshadri du diviseur fondamental du diviseur antianonique. On
a vu ependant dans la sous-setion préédente que les variétés polarisées de valeur nef
stritement supérieure à n−2 sont lassiées, si l'on exepte elles admettant une première
rédution. Les deux lemmes suivants établissent la minoration souhaitée des onstantes
de Seshadri pour les variétés intervenant dans ette lassiation.
3
Meri à Cinzia Casagrande d'avoir bien voulu m'apporter des préisions sur e sujet.
4
Nous n'utiliserons pas ette dernière.
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Lemme 4.25 Soit (X,L) une des variétés polarisées du théorème 4.18. Supposons de
plus que X soit rationnellement onnexe. Alors les onstantes de Seshadri de L sont
minorées par 1 pour tout point x ∈ X en position générale.
Démonstration
Dans le as de P
n
et de Qn et du ne généralisé sur P
2
, le bré en droites L est très
ample don les onstantes de Seshadri de L sont minorées par 1 en tout point de X.
Dans le as d'un bré projetif au-dessus d'une ourbe lisse, on peut noter que la ourbe
est P
1
, l'image d'une variété rationnellement onnexe étant rationnellement onnexe. Les
onstantes de Seshadri de L sont alors minorées par 1 en tout point de X en eet, X
est torique don L est sans point-base d'où la minoration souhaitée ([Laz04a℄ example
5.1.18).

Lemme 4.26 Soit (X,L) une des variétés apparaissant au point 2 ou au point 3 du théo-
rème 4.20. Si l'on suppose de plus que X est rationnellement onnexe alors la onstante
de Seshadri de L en un point x en position très générale est minorée par 1.
Démonstration
On suppose dans un premier temps que (X,L) est une bration en quadriques au-
dessus d'une ourbe lisse. La variété X étant rationnellement onnexe, ette ourbe est
P
1
. La ourbe étant lisse, la bration est plate et le faiseau ϕL∗L est loalement libre
de rang n + 2. On a don un plongement de X dans P(ϕL∗L) de sorte que L soit la
restrition du bré O
P(ϕL∗L)(1) à X (voir aussi [ABW93℄). Les onstantes de Seshadri
de O
P(ϕL∗L)(1) étant minorées par 1 en tout point de P(ϕL∗L), il en va de même pour
elles de L.
Supposons maintenant que (X,L) est un sroll au-dessus d'une surfae normale S. On
note p : X → S la projetion sur S. La bre générale étant un espae projetif, pour un
point x ∈ X en position très générale et une ourbe C passant par x et inluse dans la
bre ontenant x on a L · C > multxC.
La variété (X,L) étant un sroll au-dessus d'une surfae, il existe un bré en droites
ample A sur S vériant KX + (n − 1)L = p∗A. Soit maintenant une ourbe C passant
par x non inluse dans une bre de la projetion p. Le point x étant en position très
générale dans X, il en est de même de son image dans S. On note C ′ l'image de C
dans S et ν : C ′ → C ′ et η : C¯ → C leurs normalisations respetives. Le morphisme
f = p|C ◦ η : C¯ → C ′ se fatorise en C¯ → C ′ → C ′. On note d le degré du morphisme
C¯ → C ′. De part la position générale de p(x) dans S, on a A·C ′ > multp(x) C ′. De plus on
a l'inégalité suivante :multxC 6 dmultp(x) C
′
. On a alors p∗A·C > dmultxC ′ > multxC.
De plus, d'après la proposition 4.24, on a H · C > multxC. On a don
(n− 1)L · C > −KX · C + p∗A · C > rH · C + p∗A · C > (n− 2)multxC +multxC
et on obtient nalement l'inégalité souhaitée : L · C > multxC. On a don minoré les
onstantes de Seshadri de L par 1 pour tout point x en position très générale de X.
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Après avoir traité tous es as partiuliers, on peut enn démontrer le théorème prin-
ipal :
Démonstration (Théorème 1.5) On note τ(L) = inf{τ | KX + τL est nef} la valeur
nef de (X,L). On distingue les as τ(L) 6 n− 2 et τ(L) > n− 2.
Si τ(L) 6 n− 2 alors pour tout point x ∈ X en position très générale, ε(X,L;x) > 1.
Soit en eet C une ourbe passant par x. Puisque KX + (n− 2)L est nef, on a
(n− 2)L · C > −KX · C.
Or ε(X,−KX ;x) > rX > n− 2 d'après la proposition 4.24 et l'hypothèse sur l'indie de
X. On en déduit que L · C > multxC, 'est-à-dire que ε(X,L;x) > 1.
Il reste à traiter le as τ(L) > n−2. D'après les lemmes 4.25 et 4.26, on peut supposer
que (X,L) admet une première rédution. Via ette rédution, on obtient une variété
polarisée (Y,L′). D'après le point 4 du théorème 4.20, la valeur nef de L′ est stritement
inférieure à n− 1.
Supposons que n− 2 < τ(L′) < n− 1. On peut alors utiliser le théorème 4.23.
Les onstantes de Seshadri de O
P
4(2) sont minorées par 1 en tout point. De plus,
un élatement de P
4
ne peut être une variété de Fano d'indie supérieur à 2 : en eet
si X → P4 est un élatement de P4 le long d'une sous-variété lisse, on a Pic(X) =
Pic(P4) ⊕ Z · E, où E est le diviseur exeptionnel. Don si la première rédution de
(X,L) est (P4,O
P
4(2)), la première rédution est un isomorphisme : en eet, la première
rédution est l'élatement d'un nombre ni de points lisses. Dans e as, L ≃ O
P
4(2) et
on a don minoré les onstantes de Seshadri de L par 1 en tout point de X.
Si dimY = 3, alors la dimension de X est ausi égale à 3, le morphisme f : X → Y
étant birationnel. La variété X est don une variété presque de Fano terminale. D'après
le théorème 3.3 et le lemme 3.1, les onstantes de Seshadri de L sont minorées par 1 pour
tout point x en position très générale dans X.
Si τ(L′) 6 n− 2 alors KY + (n− 2)L′ est nef. D'après le point 4 du théorème 4.20, on
a KX = f
∗KY + (n − 1)E, où E est le diviseur exeptionnel de f : X → Y . De plus le
diviseur L est égal à L = f∗L′ − E. On peut don érire
KX + (n− 2)L = f∗(KY + (n− 2)L′) + E.
Pour un point x ∈ X en dehors du support de E et toute ourbe C passant par x, on
alors
(KX + (n− 2)L) · C = f∗(KY + (n− 2)L′ + E) · C > 0.
On peut don onlure de la même manière que dans le as τ(L) 6 n− 2.

Minoration pour le diviseur antianonique des variétés de Fano de dimension 4 Dé-
monstration (Théorème 1.6)
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On ommene par montrer que les onstantes de Seshadri de −KX sont minorées par 1
en tout point en position très générale. D'après [Kaw00℄, theorem 5.2, il existe un diviseur
eetif Y ∈ | −KX | tel que la paire (X,Y ) soit purement log terminale. En partiulier,
le diviseur Y est irrédutible, normal et réduit. De plus Y est Gorenstein, ne possède
que des singularités anoniques et son diviseur anonique est linéairement équivalent à 0.
D'après [Kaw00℄, proposition 4.1, le bré en droites OY (Y|Y ) possède une setion globale.
On note D le diviseur eetif assoié. Le diviseur −KX|Y − D étant numériquement
trivial, on peut appliquer le lemme 4.11 à −KX|Y . Soit x un point lisse de Y pour lequel
ε(Y, Y|Y ;x) > 1. Toute ourbe C ⊂ X passant par x vérie −KX · C > multxC : si C
est inluse dans Y ela déoule de la minoration de la onstante de Seshadri de Y|Y en x.
Dans le as ontraire on a −KX · C = Y ·C > multxC. On a don ε(X,−KX ;x) > 1 et
par semi-ontinuité des onstantes de Seshadri, les onstantes de Seshadri de −KX sont
minorées par 1 en tout point en position générale.
Cela onlut le as où r = 1, 'est-à-dire −KX = H. Si r > 1, la variété X satisfait les
hypothèses du théorème 1.5.

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